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Extension de la m6thode des quadripbles 
thermiques a I’aide de transformations intbgrales- 
calcul du transfert thermique au travers d’un defaut 

plan bidimensionnel 
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(Rep I fkvrier 1993 et sous.farme,finde 25 mui 1993) 

R&m&La methode des quadripoles, utiliske pour les probkmes de diffusion thermique mono- 
dimensionnels est etendue aux cas bi ou tridimensionnels. L’idee est d’utiliser les methodes de trans- 
formation integrales (en giniral de Fourier) sur certaines variables d’espace, et une transformation de 
Laplace sur la variable temps. Le calcul du transfert thermique au travers de milieux constitues de 
multicouches est alors rkduit A un produit de matrices dam I’espace transform& Une deuxieme partie de 
ce travail traite du calcul du transfert thermique au travers d’un defaut plan bidimensionnel. On developpe 
alors, en plus de ta m&ode des quadrip6les, des mhthodes de perturbations ou d’inversion de matrices 

pour rBsoudre I’&quation intirgrale engend& par ce probleme 

1. INTRDDU~TIDN 2. UTILlSATlON DES TRANSFDRMATIONS 

DANS LE cas de transfert thermique unidirectionnel, 
INTEG RALES 

la mtthode des quadripbles thermiques permet une 2.1. TranJfkrt duns un mur homogPne sans source 
representation simple des transferts dans des systemes interne avec conditions aux Iimites lcdrales homo.g&es 
complexes (voir Degiovanni [ 11). c It tempPrature initide nulle (voir Fig. 1) 

Lorsque l’on s’interesse a des valeurs moyennes de Le systlme d’tquations associe s’tcrit : 
temperature et de flux, cette methode permet egale- 
ment de traiter les cas ‘globalement unidirection- 
nets’, c’est a dire en particulier de prendre en compte 
les phenomenes de constriction des fignes de flux. 

L’article de Dorkel ef al. [2] nous a don& l’idee 
d’ttendre cette approche pour les transfer& bi et tri- 

dimensiounels, c’est ce que now proposons ici. 

Awe les conditions aux Iimites : 

en x = 0 
Nous exposons tout d’abord les regles relatives a 

certaines transformations inttgrales simples per- 
mettant l’extension de I’utilisation des quadripoles 
thermiques monodimensionnels. Nous montrons 
ensuite la solution analytique exacte du transfert ther- 
mique au travers d’un defaut plan bidimensionnel. 
Une mithode de perturbations peut pertnettre dans 
certains cas, une acceleration considerable du calcul 
numerique de la solution. 
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FIG. 1. Caractkistiques g&om&triques du mur homogkne. 
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NOMENCLATURE 

t- 

4. B. C’. I) Lcrmes dc la matrice de passage 

(I diffusivitt- thermique suivant I’axc z. 

(/.;/)C) 

[(.I, i- II matrice de contact 

It;-‘,\1 vccteur d’entr&c 
I-‘(%, [i. z, JJ) wit la transf’ormitc de Laplacc 

Fourier ti‘iin tfrmc so~~rcc classique: soil 

un tcr‘mc r&iducl did i dcs conditions 
ll(~n-h~)ln~~~~nes ou & trnc conditional 
initiale non-nullc 

f ( I. fi. z. p) soiution particuli&c 
G(x) transihrmitc dc Laplacc Fourier dc 

I’t2xcitation de ilux en face avant (Dirac 

cn tcmps) 

t-I nombre de Biot rchtil aux &changes 

convectIf-s Inttraux 

il cocfficicnt d’irchangc convectif 
I, I.. h. L’ dimensions carac!Pristiques du 

mificu 

[)@I. 1 m;Itricc du transl‘ert 

[,%fz] m:1tricc carrtk 

[Al !] mntricc carr&i: diagonalc 

IPA] \.cctcur Source 

P wrixbk dc I.aplacc 

[Qi i j ,I vectcur aurcc 

Q. I’ transrorm&c dc Laplxc-Fourier de 

‘I ct I’ 

‘1. 1’ SOUI-cc dc f3ux ct dc tension 
r&istancc dc contact 
~cxtc~~r dc sortie 

:I rrii-rc 
distribution de Dirac ou symhole dc 

Kronecker 
petit tcrmc (rL:sistancc reduitc) 
translbrmie intigrale de r en cspacc 
conductivite thermlque 
transf’ormt-c de Lapixc & f-en I 
tr~~i~s~~~f-r~~~c intt-gralc dc la densit dc ftuk 
dc chalcur 
dcnsiti- de ftux de chaleur- dans I’espace 
r&l 
vccteur colonnc. 
transform6 de Laplace de la densitl dc 

flux dc chaleul 

OpCrateur 
* op&ratcur multiplication de matrices 

-, 
T(.\.. .I’. :, p) = 

i 
T(.u,r. :. I) L’xp f -pr) df 

0 

La solution du problemc est alors de la forme (voir 

OCk i.3, chapitre II]) : 

__-. 

C’, I. I. ; Dimensions du domaine : 
S= I L: Section: 

/. : ConductivitI- thermiquc : 
I’: Tcmp&aturc : 
Y. ,I‘. z : C’oordonnCcs d’espace ct indices relatifs. 

On utilise la transformation de Laplace en t. pour 
les tcmpL:raturcs zt les den&&s surfaciques de flux 

Avec a,, ct /jj,, solutions dcs &fuations irans- 

cendantes suivantes : 
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et : 

N(h) =; ((a,l)‘+H:,) 
H-x2 

l+~--i_ 
(a,,/) +H;, 

avec : 

H =hlt” Nombre de Biot relatif aux &changes 
.V I 1, : convectifs lateraux selon x; 

H, = /r$ , Nombre de Biot relatif aux &changes 
11 1,. ’ convectifs lateraux selon y. 

Les coefficients O(cx,, pm, z, p) de la double decompo- 
sition de T sur une base orthogonale, peuvent alors 
s’exprimer sous la forme d’une transformation inte- 
grale en x et y (on assimile c(, et pm a c( et 8) : 

/ 

ss 

L 
~(.L,Y, z,p)(BLcos (BY) + Hyl sin (&)) dy 

0 II 

x (altos (ax) + H,, sin (@x-u)) dx. (9) 

On peut de la meme faGon exprimer la densite de 
flux de chaleur 4 dans la direction z, dam l’espace de 
Laplace-Fourier, en fonction de la densite de flux de 
chaleur tj dans I’espace de Laplace : 

= J/(x. Y, z. ,u)(Pt cos (By) + HIsI sin (By)) dy 

x (aE cos (XX) + N,, sin (EX)) dx. (IO) 

On peut reecrire le systeme (I), (2) sous la forme : 

avec : 

u = 2: Diffusi~~t~ the~ique suivant l’axe z, 

Cette equation devient une equation differentielle 
ordinaire. La forme generale de 6 est : 

F et G sont des constantes determinees par les 
conditions aux limites en z = 0 : 

F = &cc, A 0,~) (13) 

et : 

11 existe alors, comme en regime monodimen- 
sionnef, une relation lineaire telle que : 

~(a,~,O,~) = An(a,B,e,p>+BS~(a,B,e,f7) (15) 

S&a. A O,Y) = CO(% B, e,p> + DS4(@, P, e,p). (16) 

La determination de deux des fonctions O(a, ,/I. 0, 

P), #ate A 0, P),. @a, P, e, P) ou +(K /I, e, P) permet 
de definir entierement le systeme. 

Une representation matricielle serait : 

~~~~~~~~~~~~~ = (“c ii) (~~~~~~~~~~ (I71 

avec : 

La formule d’inversion permettant d’exprimer z(x, y, 
z, p) en fonction de @(a, 8, z, p) est I’expression (4). 

11 faut remarquer que les formules de trans- 
formation dependent des nombres de Biot associes 
aux limites en x et y. La resolution, dans ie cas general, 
des equations transcendantes (5) et (6) et ensuite le 
calcul complet de la serie (4) sont iourds, avant de 
pouvoir remonter a T(x, y, z, r) par une inversion 
numerique de Laplace. 

Quelques cas particuliers permettent d’alleger con- 
siderablement le calcul. 

Ces cas particuliers interessants sont ceux pour 
lesquels les equations transcendantes donnent des 
racines regulierement espacees, soit en fait les con- 



I I3 .I. c H~lS,\Ii 1’1 iii. 

ditions aux limites cn .x et J‘ du systi-mc du type 

La traison principale csl (\ wr I’cxemplc d’ap- 

plication 211 paragraphc 2) quc ccs conditions pc~-- 

nicttcnt uric sommation nunii:riquc par lr;~nsforniL:c 

dc b’ouricr r;ipidc. 

IIan5 iin wm clc siniplicitb d‘L;critiirc. n011s cton- 

iions uniqucmcn~ Its translhrmatitiis dana une aculc 

dimension (I-) ut supposons quc Ic probl~mc cst bidi- 

mcnsionnel cn (_I-. z). 

O(2.1.p) := T( Y. :.I’) sin (2.1~) cl\. ( IO) 
. ” 

La Ihrmulc cl’inverhn at un cas particulicr de la 

si-rie (4). 

Si cn .Y = /. ~(1. z, p) = 0 alors : 

xsiii((/l+l:?)n.\,/). (?I) 

(‘~7.5 tl’rrr7c .s7yfuw dih~tipc ~77 .x- = 0. Dans Ic cx 

d’unc surface adiabatiquc cn 1 = 0, on utilisc une 

transformation dc Fourier cn Cosinus dc la formc : 

I)(%, r, p) = T(.Y. I./‘) cos (a.~) d Y. (22) 

L.a formulc d’inversion cst un cm parkulicr de la 

sCric (4). 

Si cn .x = 1, T(/, I, /I) = 0 alors : 

si Cl1 \ = I 

C’tr.\ t/‘l/rr /77i/iCW .X’/77i-i/7/72/7i (‘I7 .\. Ihns IL! c;ts 6 !!I1 

milieu semi-infini. les transformtcs analopucs iluy pri’- 

ck~cntes comportcnt dcs I‘orniulcs d‘invsr\ion hyni& 

ItGqiics. On obticnt pour Ic prcmicr ax : 

;IVCC pour I’orniulc d’in\crsion : 

(‘(7~ tl‘rw r77ilicw i/z/777; 07 Y. Dane Its c;15 d”un m~licii 

intini. on ulilise unc (r~insformalion dc I’ouricr coni- 

plcxc de la fornic : 

I 
“/ 

fJ(x.:_/I) _ 
\ (3) ., 

r(\.._./))cxp(ix.~)d\. (29) 

La formulc d’invcrsion cst alol-h 

En complhcnt du paragraphe prCdcnl. I’ctudc 

gkhxlc d’un problhc bidimensionncl non-homo- 

ghic zc rkiuit ;i I’ktudc d’un iiiw. cn rt:gimc tranz- 

itoirc. pri‘sen~an~ dcs SOLII-ccs intcrncs r+mr~ie~ dan\ 

1~‘s 2 directions dc I’cspacc CL dCpcndantcs du ~crnp. 

les conditions 1111x liniites ai \- ~~;iiit soit d tcmpklturc 

soit 2 fux impos6 ii011 forchcnt nul. Ic mur n’>tani 
. I 

pas lorccnien~ CL I’instanc initial. <‘ai rcvicnl ;i 

rksoudrc un syshnc dc la formc : 

;I \‘W 

E‘(x. 1. p) cst soil la translbrmCx tic Laplaw iTourici 
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d’un terme source ciassique, soit un terme residue1 dti 
g des conditions aux limites non-homogenes ou a une 

condition initiate non-nulle. 

On peut voir sur quelques cas ci-dessous que les 
transformations de Fourier introduisent un terme 
source darts I’tquation genkale dans le cas de con- 

ditions aux hmites latkrales non-homogenes : 

0 tempdratures impokes non-nulles en x = 0 et em 

.Y = I 

I 

’ c?‘z(.x, z,p) . 
~-- sm (ax) dx = - a28(or, z, pj 

0 I?.? 

+a(r(o, z,pj -cos (al)r(l, Z,P)) (33aj 

avcc : 

s 

I 

e&&P) = 7(.x, -7, p) sin (XX) dx 
0 

et a = na,/2;n entier positif ; (33b) 

l Jlt.~ imposks non-nuts en x = 0 et en s = 1 

s 

’ a*z(x, 2, p) ._~_ cos (a) d.u = -r*B(x,z,p) 
0 ax* 

Jr ( cos (al) 2qg - !?!34P’ (34a) 

> 

avec : 

s i @(~,Z,P~ = z(.x, z,p) cos (LXX) dx 
0 

et CY = nn/l;n entier positif ; (34bj 

* _fiu.~ imposk+ non-nul en x = 0 et en temp&nture 

~F~~#s~~ ~~~-n~Ile en x = 1 

s 

’ 8+x, z,p) ~_ .._ cos (ax) dx = 
0 8X2 

- a2Q(a, z,p) 

+a sin (a&(& z,p) - 3gzB (35a) 

avec : 

f 

I 

U(cc, z, p) = z(,x, z,p) cos (nx) dx 
0 

et tl = (n+ 1/2)n/l;n entier positif. (35b) 

De meme, la transformation de Laplace introduit 
un terme source dans I’kquation generale, dans le cas 
dun profil de tem~~ature non-nul d I’instant initial : 

s 

* a@, z, l) 

0 
p--Fi---- exp (-ptj dl = pz(x, z, p) - T(x, z, 0). 

(36) 

La solution de I’equation (3 1) est de la forme : 

0(x, :,p) = Kl ch (.$z) +K2 sh (yz) +./-(a, z,p) (37) 

et .f est une solution particuhere de (31) qui peut 

&tre obtenue par exempie par un d~veioppement de la 
forme : 

(38) 

Kl et K2 sont calcules a partir de O(0) et 4(O) ; on 
en deduit alors les grandeurs de sortie O(e) et 4(e) : 

(j(e) = (Wj -.f(O)) ch (IV) 

- ((&f’(O) + &(O))/&y) sh (ye) -t./‘(e) (39) 

g(e) = -&~(Wlj -.f’(Ojj sh (re) 

t- (k=f”(O) +4(O)) ch (ye) -n=,f”fe). (40). 

D’oi I’expression des grandeurs d’entree en fonc- 

lion des grandeurs de sortie (voir Fig. 2) : 

avec, A, B, C, D d&its par les mimes expressions 
que dans le cas passif et : 

X =x(O) -,f(e) ch (YP) + sh(+‘(ej. (42) 
i 

Y = - A,(f’(O)+$(e) sh (;je) -ch (rej.l”(ej). (43) 

2.3. Conditions aux limites cunuecticw en z 

Les conditions en temperature ou en flux impose 
sont traduites directement. 

Les conditions aux hmites de caractke plus general 

de type convectives et a flux impok en z traduites 
comme suit : 

en 2 = 0 (a I’entree du systeme) : 

-c,qx,o,p) = %d%ztT@ = h(U(x, O,p)-fI,.)+Q<. 

peuvent encore 6tre presentees par le schema de la Fig. 
3 ou par la relation matricielle suivante ; 

FIG. 2. Schtma Olectrique, traduisant la prbence d’un source 
interne rkpartie, des conditions aux limites non-homogknes 

en I ou en y, ou une condition initiale non-nulle. 
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et cn 2 = c (a la sortie du systemc) ; Dc mEme yu’cn regime mol~odimen~ionnel. on pet11 

dO(r, (3.~) 
alors traduirc les transfcrts thcrmiques au truvcrs dc 

C/Ql,<~,~) -_I: -2 
d: 

-- = /?(0(2.e.p)--0,)+8, K couohcs successivcs. 
LC transfert au travers de la k""'" couche s’ecrir : 

(46) 

par le schema 6lectriquc de la Fig. 3 ou par la rctation 
I&] = ~‘~,~~]lS,~].~[~~] (40j 

malriciellc suivantc : ;ivec : 

Vccteur d’cntr&c 
Man-ice de transfcrt 
Vecteur de transfcrt 

2.4. Dtq7ilmiw diz phsieurs niili~irs en conttrcr piwfuir IPAl r. : Vecteur source. 

Le principal avantage de la rcpr&entation par quad- 
ripiiics est Ic t~dit~lnent parti~uli~~el~lent rapide dcs Lc transfert au ti-avers des K couches s’itcrit aiors 

I~~ulti~ouches. (voir Fig. 4) : 
Pow quc la methode puisse s’Ctcndre au transfer1 

hi et tridimensionnel. it cst necessairc de verifier les 
conditions de passage qui dans lc cas du contact par- 
fait s’ecrivent a une profondeur z = v, dorm& : (50) 

i. / 
dfj,(xc.p) I r., 

dO,(x,r,.p) 

dry- - ck 
(4Xa) 

I),fx,c,.p) = I12(x,(‘irp). (4Xb) 

teci impliquc yue Its tl.ailsformations integrales 
sur le milieu I soienl les memes yue sur ic milieu 2. 
~onf~~rnl~nlent ;ILI paragraphe 2.1. ceci n’est v&3ie 
quc par dcs milieux ayant meme limite geom&rique 
ct thcrmiquc cn _\-; en pratiquc les 3 cas int&-essants 
sont ceux du paragraphe 2. I : 

milieu infini, 
milieu dc meme dimension i temperature imposee. 

lJne source repartie uniformc ou non en .Y situ& a 
une prolhndeur 3 = <pA don&e. cst traduite par un 

\cctcur de la memc fagon qu’en rCgime mono- 
dii~~ensi~~~~nei. 

Soit q( x. vi. t ) unc sowxe de flux ct (3.~. C; . t 1 tmc 
source dc tension. transform6cs dans I’espace dc 
Laplace-Fourier cn Q(a. i’,, , /I) cl d’( x. I’~ _ 01 on associe 

nlors lc vccteur source [Q,< A I ,I, tel clue : 

: I,1 x, C’,, . p) 

‘QLA I’ = (.sQ(l. c,, “/I), i 

nlilieu de memc dimension i Rux imposi-. II suet alors de remplacer Ic vccteur [Pi] de I‘cx- 
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Sz) Rk,k+l S cp(ek+l) 

TTTk+U 

FIG. 5. Rtsistance de contact. 

pression (50) par : 

F’A+WJ[Q~.~+II~ (52) 

2.6. Contacts imparjbits 
Si le contact entre les couches k et k+ 1 est impar- 

fait, sans inertie, mais uniforme en x et y, on peut le 

rep&enter par une resistance pure Rk,k+I ou par la 
matrice [CA,+ ,] telle que : 

(53) 

I1 suffit alors de remplacer la matrice [MJ de l’ex- 

pression (54) par : 

[~JCk,k. Il. (54) 

Le schema correspondant est expose sur la Fig. 5. 

2.7. Application simple de la mCthode : transfert ther- 

mique au travers d’un hicouche avec r&&awe de 

contact unijorme 
Considerons deux murs similaires, plans, ortho- 

tropes de conductivitts ,I,, 1; de m&me Cpaisseur e,, 
d’extension infinie, &pares par une resistance de con- 
tact uniforme (voir Fig. 6). 

On applique une impulsion de flux de chaleur (dis- 
tribution de Dirac en temps) de repartition quel- 
conque en espace. On suppose que le milieu est a 
temperature nulle a l’instant initial. On prend en 
compte les &changes convectifs sur la face avant (en 
2 = 0) et sur la face arriere (en z = 2e,), en supposant 
que le Guide ambiant est a temperature nulle. 

Puisque le materiau est de dimensions infinies, on 
applique une transformation de Fourier en x du type 
(9) et une transformation de Laplace en temps : 

0(%&P) =; 

x 

T(x, z, t) exp (-pt) dt 

x exp (- ictx) dx. (55) 

lmpulsion de chaleur de repartition quelconque en x 

I \ Paroi isol& 

z 

FIG. 6. Exemple de multicouche 

Les notations Ctant beaucoup plus legeres dans 

I’espace de Laplace-Fourier, on ecrira le systeme 
dans cet espace (les flux sont ici des densites de flux) : 

avec : 

A=D=ch(Je+(;i).‘)e,) 

sh (de+ ($z’)e, 

et : 

R: Resistance par unite de surface. 

a = 2: Diffusivite thermique suivant I’axe z. 

G(ci) : Transform&e de Laplace-Fourier de I’ex- 
citation de densitt de flux en face avant 
(ne depend pas de p, car le Dirac en t est 
transformi. en constante dans I’espace de 
Laplace). 

La transformee de Laplace-Fourier du champ de 

temperature en face arriere donne, grace a (56) : 

O(cc,2e,,p) = 

(58) 

A ce stade, on peut utiliser les formules de la forme 
(30) pour la transformee inverse de Fourier et 
numeriques (voir chapitre suivant) pour la trans- 

formee inverse de Laplace. 
Cependent, il n’est pas toujours necessaire d’in- 

verser I’expression (58). On peut par exemple utiliser 
les valeurs moyennes du champ de temperature en 
calculant O(0, 2e,, p). On revient alors a un probleme 
monodimensionnel que I’on peut traiter i I’aide des 
methodes exposees en [I]. 

3. CALCUL DU TRANSFERT THERMIQUE AU 

TRAVERS D’UN DliFAUT PLAN 

BIDIMENSIONNEL 

I1 faut souligner que dans le cas oi la resistance de 
contact par unite de surface n’est pas uniforme en x 
et y, on ne peut plus utiliser la matrice (53). En effet, 



lmpulsion de chaleur de r6parlftion uniforme en x 

Milieu 
infini 

t+ 

4 

b Paroi isoh 

rekcrivons la relation de passage entrc le mihcu k et 
k-t]: 

Cc probl&c est alors particuli&rement difficilc et 
des mkthodes adapt&s sont nkccssaires. On peut util- 
iser soit une mkthode fluxmitrique (voir [7, 81) soit 

des mkthodcs de perturbation, soit une inversion de 
matrice dans I’espace de Laplace Fourier. 

Nous prksentons maintcnant unc illustration dc ces 

deux dernikres mttthodes en calculant le transfert dc 
chalcur au travers d’un dkfaut plan bidimensionnel. 

3.1. Milieu d’etendue ir$inie-exemple d’utilisation 
tl’unc~ m~tlwde de perturbation 

3.1 I Prc~sentution du probk~mc~. Etudions le cas 
d’un milieu comportant un dtfaut rksistif uniformc de 
largeur finie 2h et d-extension infinie en .Y (voir Fig. 
7). L’illustration typique cst une mince couche d’air 
due d un dklaminage dans un matkriau composite. 

Ce problkme est difficile 2 rt-soudre a I’aidc d’unc 
mi-thodc numkrique classique (klkments finis ou 

diffkrences tinies), puisqu’il dcmande un maillagc 
important au voisinage de la singularitk (ici le dkfaut). 
D’autrc part, la recherche de solutions analytiques 
est d’un grand intkrit si l’on cherche Li idcntifcr Its 
paramktres relatifs au dkfaut (voir Maillet [h]). 

Le systi-me permcttant de d&ire les transfer& thcr- 
miqucs dans le mattriau soumis Li une impulsion de 
densitii d’i-nergie Q par unit& de surface. uniforme en 
.Y sur 1a face r = 0 (face avant). s’krit dans l’cspacc 

de Laplace ct en supposant que la rkpartition de tcm- 
pkraturc est nullc dans le matkriau d I’instant initial : 

ir 
en .X = 0 ^ = 0 (Par symktrie) (61a) 

c Y 

Cl ?“z”(.Y.C~,,/l) = T""(.\-,t',./'t Sl /.Y/ > h (6iCi 

\i 1 \./ x’ /I Ihll‘) 

Ccttc relation traduit la contmurtk dcs dcn& sur- 

faciqucs de flux ct dcs tempi-raturc\ cn : == c’,. antI-c 

la Ike supkrieure du difaut (notcc sup) CI AI fr~cc 
inftricure (not&c inf ). 

3. 1 .I?. Trurl.sfiwnwfion i~zt~~q/r~f/le et ~1~~~/70& rir,c 

yuudripciles. On rkduit les variables du systi-me. cn 
considtrant que Ix rksistance thermique R du dkfaut 
cst faible cn regard de la rksistance des parois qul 
l‘cntourent. on effectue Its rCductions suivantes des 
variables : 

p+ (/14)(J2 

R 

’ - I(J:i) 
(consid% ici comme le petit tcrme) 

(62) 

On effectue la transformation dc Fourier en 

Cosinus de 7(x, 2, p) : 

Notons qu’ici. ;I la diffkrence dc cc qui a ktG tielim 

au paragraphe I, : est une variable sans dimension. 
Les conditions aux limites en \ = 0 ((il 'i.\-) = 0) CI 

.\- + -L (5 iinie). permettent de transformer I’ex- 

prcssion (61, 62) : 

Le rctour dans l’espace de Laplacc cst donnC pal- 
I’expression suivante : 
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D’apres le premier paragraphe, i chaque partie 
constitutive de l’khantillon correspond une matrice 
de passage. 

Dans le cas de conditions aux limites de type 
mtthode Aash (imp&ion de chaleur breve en z = 0 et 
~chanti~lon isoli: en z = 1, sur la face arrikre), le 
systkme s’t‘crit : 

1 @““(e,f+e b~(2,~)~(x,e,,p)cos(~x) dx\ 

avec : 

A,(KP) = ch (,/(p+a’)e,) = Di(N,p) 

sh (,/‘(P + 44 

C,(a,p) = ,/(~+a”) sh (J(p+a*)eJ. 

It est plus pratique de rester dans l’espace de 
Laplace simple pour manier ce systeme. On tire une 
expression utile pour la suite : 

$o(x e, p) =; s!w+2) f I 

sh(~~)) . 
(71) 

A E’ordre e’ 
11 apparait ici, un terme source en temperature pro- 

venant du probleme a l’ordre 0. 

Les representations quadripolaires des transferts a 
i’ordre so et E’ sont illustrees sur la Fig. 8. 

On obtient : 

(67) 

On constate que la condition en flux en z = 0, 
uniforme en x dans l’espace de Laplace simple, se 
transforme en distribution de Dirac dans l’espace de 
Laplace-Fourier. 

3.1.3. RCsoIution de l’kquation intkgrale (66) par 
m&hode de perturbaf~ons. Pour resoudre I’iquation 
intkgrale (66), nous proposons d’utihser une methode 
de perturbations en considerant que E est ici le petit 
terme (a ce sujet, les rbfs. [9, lo] constituent des 
ouvrages gtneraux et les refs. [l 1, 121 sont relatives 
aux transferts thermiques dans les materiaux com- 
posites). La methode consiste tout d’abord a exprimer 
les variables du modele sous forme d’une drie entiere 
comme suit : 

4% z, P) = f 8” (4 Z,PW (68) 
Ii=0 

cp(a,z,p) = f (Pn(K Z,PY. 
x=-O 

(69) 

On injecte ensuite les series dans le systeme et on 
identifie terme a terme en E”. On obtient ators une suite 
de systtmes Li resoudre : 

A I’ordre EO 
On constate que ce probleme est Ie probl&me mono- 

dimensionnel, dans le cas dune paroi homog~ne : 

e,(1) = _J(2/+)sh(J(p+~2)e,)sh(j~~~,)sin(~). 
g sh C&4> sh C&P+ a*)) 

(73) 

Le produit de 6, (1) par E est une approximation du 
contraste de la transformte de Fourier de la reponse 
en face arriere. Le contraste est definit comme la 
difference entre la reponse en temperature du materiau 
homogene et celle du materiau avec defaut : 

Aeta, 1,~) = WE, I,p)- 
Jw7w)1 (74) 

&I sh (J(P)) 

Ordre E' 

Ordre E’ b 

0 +G WoCwhp) cos(crx) dx 0 

FIG. 8. Sch&na klectrique relatif i la mkthode de per- 
turbations. 



Des images thermographiques obtenues par cam& 
infrarouge peuvent etre trait&es directement dans 
l’espacc de Laplace,--Fourier et comparkes ti cette 
expression. 

On pcut cependant krirc formellement I’exprcssion 
de la tempkrature dans I’espace de Laplacc simple, 
puisque la transformation de Fourier en cosinus cst 

sydtrique. On ohtient done un dkveloppemcnt 
approchk de kponse en ternp~l-ature en fact arrikc : 

I 
T(.Y, I./l) = 

L: (PI sh (,‘(P)) 

Cette intkgralc n’a pas d’cxpression analytique sim- 
ple, c’est pourquoi l’identification des termes d‘ordrc 
supkrieur est difficile. II est possible d’en effcctucl 
une intkgration numkiyue (voir le paragraphe 3.3). 
cependant cette expression est dircctement intCr- 
essante i deux titres : 

l Eite montre qu’en prksence de plusieurs dkfauts 
de faible resistance rCtpartis de fac;on quelconque, cc 

sont les contrastes qui s’ajoutent : la solution g&kale 
apparait sous la formc : 

Oil 

i; : 

i:, : 

0 

-c&(p. .Y) I. .)+0(c) (76) 

Fonctions des dimensions et dc la position dc 

chaque dkfaut ; 
R&stance rkduitc de chaque dkfaut. 

Des expressions analytiques aux temps courts ct 
aux temps longs existent. ce qui cst un avantagc con- 
sidkrable lorsque I’on chcrche i identifier ces risist- 

antes (Mt?thodcs inverses). 
3. I .4. Al~~r~~.~;~~fftio~z ~2tt.x fcmps cou~fs. L’cx- 

pression (75) se simplific aux temps courts (p grand). 
On obtient alors : 

I 
T(.Y, I,/?) = 

,,:(P, sh (,:@I) 

x 1 -&?:n)J(p) sh (;(p)c~~) 

x Sy,&k,) s ’ sin (clh) cos (X-Y) 

-~ -- -. dr 
sh (J(p)) 11 X 

(77) 

or: 

Cctte expression est ie d~~~cl~~pperncnt de t’cu- 

pression cxacte dans lo cas d’un dbfaut uniformkmcnt 
rCparti : 

Si .Y > h (a I’extkrieur du dtfautj 

C‘cst ia solution non perturb&. 
On peut dire qu’aux temps courts, le transfert est 

monodimensionnel. 
3. I 3. Appmrivrwtion uu.x- temps IOQJJ.. E’cxpression 

(75) se simplifie aux temps longs (p petit) On obtient 
alors : 

I 
r(.r, 1.p) = 

J(P) sh L.,‘(P)) 

” sh(cre,)sin(crh)cos(z.r) 
X 

sh(zj:! 

Cc qui donnc d’apres Oberhettingcr [I 31: 

I 
T(.V. I./‘) = 

,i (14 sh (j(p)) 

-- 4: 

32. ~4~ii~l{ ~~~1~~~~~4~,,~~1~~~ {rwir F(q. 9 1 
3 2. I Prkmtutio/l L/U pobl&w. 1.x cas du rnilicu 

d’tttendue finie cons&e i changer uniquement la cow 
dition (61 b) dans le systgme (60). (61). 

On impose ici cn s = I : 
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&(a,~) = ch (J(p+a*)eJ = D,(a,p) 

Par01 
lsolbe 

Na,fJ) = 
1 

&+a’) 
sh (J(p+a%) 

Ckp) = J(P+E’) sh (J(P+a*)eJ. (91) 

On peut aussi &tire pour les besoins ultkrieurs du 
caicul. la relation matricielle suivante : 

Etc. 9. Prksentation gtomCtrique du milieu fini comportant 
un dkfaut. 

(Z u”)= (i: gB:)(il: it:). (92) 

3.2.3. R&olution de l’t?quation intigrale (90) par 

On doit traduire la largeur de I’Cchantillon en vari- inversion de matrice. Dans ce cas, l’bquation intttgrale 

able rkduite, comme suit : 
(90) en J/ peut se transformer en systime lintaire ; en 
effet la fonction $ peut s’exprimer ri partir des 

a di > f , 
I 

fonctions C# en utilisant la transform&e inverse de 
(85) Fourier (formute similaire d 89). On posera, de plus, 

sin (ku)/k = u si k = 0: 
Toutes les rkductions du paragraphe 3.1 restent val- 
ables. 1 

3.2.2. Transformation intkgrale quadripbies. La $(.x,el.p) = 7cP(O,e,,~) 

transformation intkgrale d utiliser est (20) au lieu de 
(25) : 

B(% Z,P) = 
s 

I 
-1-j, ?b($,ef9P)cos(T). (93) 

t(x, z,p) cos (DIX) dx. (86) 
0 Le systtkne linkaire s’Ccrit, en exprimant Pup et 19’~~ 

La variable a n’est plus quelconque, mais limitke aux 
en function de #(e,) grke aux premike et dernikre 
relations matricielles (90). 

valeurs disc&es : 

a = knit (87) -~f$&j4(03efTp)+ &y 

avec k entier positif ou nul. 
Avec la nouvelle condition (84), l’expression (64) 

reste inchangke : 

d’O 
22 - @+a*)6 == 0. (88) 

et : 
Le retour dans I’espace de Laplace est don& par : 

Mise g part la condition en z = 0, le systkme s’tkrit 
alors de manikre analogue au cas prkkdent : 

(6;;z;;‘) = ~l~f(e,)+a~~(~,e,,p)cos(ax)dx~ 

---___ __I__...____ 

(k+m)n + ik-m)x ’ If ‘94) 
(b(e,) avec m, entier variant de 1 g I’infini. 

A ce stade, la solution en 4 du problbme est exacte. 
On peut encore presenter ce systime sous forme 

ma&icielle : 

avec : fV = MM21 + r~~l)*[~l (95) 



[I ‘J : VccIcur colonne. tcl quc : 

[.142] : Matricc carrL:c. tcllc quc 

[!W,] : Matricc WI-~& diagonalc. tcllc quc: 

[a] : Vccteur colonne. tcl CILIC : 

Avcc 11) ct I, variant dc 0 ;i I’infini et 0,: ,,, s)mbolc 

de Kronecker. 

On pcut poursuivrc Ic calcul. de frqon approchk, 

cn twnquant la s&k (93). 011 obtient alors LIP systinic 

lin&aire classiquc d r&oudre numttriquement cn in\cr- 

sant de Cayon nunii-riquc la matricc : (c[Mll + [!I! ,I). 

Cctte m.5thodc peut ~LI-C lourdc. Pour biter Its crrcurs 

dues i la convergence trC:s lentc de la sL;ric (ph&o- 

mi-nc dc Gibbs). LIII grand nombrc de tcrmes sent 

nCcessaires dans certains ws. 

On injecte lcs skrics dans lc sqst&mc ot on identitic 

tcrmc li tcrmc en ;:‘I. On obtient alors la solution 

:I I’otdl~r ::c : 
On obticnt sous I‘ormc ni;ttricicllc : 

[@,,I = [A4,] ‘*[I,‘]. 

OLI encore : 

(101) 

C/J,,(().?,./') = , 

C’>(O./J) sh (, (,I)(‘~) 

('((I.,') = ' Sh (\(I')) 
( I(E) 

et : 

On obticnt SOLIS formc matriclcll~ : 

C’cttc Illi-thode a l’avanlagc dc nc pas llcccssltcl~ itc 

tronqucr Its sCl-its utilki‘c5. puisclu‘cllc nc ni:cc‘ssiti‘ 

pas d’inbcrsion dc la matricc: (::[.!I,] -1 [.\f,]). IFllc wi 

trC;s wpidc ct prkisc pour do l’aiblcs valcul-\ tl~ 

puisqir’on pcut sc contcntcr (lc un ou dcu\; lclwic~ 

dans I’cxprcssion ( 100). C‘qwidanr. la sbic ( 100) nc 
convcrgc pas forc6ment pour dcs 1 alcurs L;lcvCcs dc c 
On put. malgrk WC n&ho& 

cCl&tion dc Ia con\ergcncc. bade \LII- la WCIICKI-IC 

d’apl”_c~xiiii;liiIs dc PXIL: Lill j"'lyn6lw d“1p 

proxirnation (voir ALiz et Na [Y]. pour I’Ctude dc la 

cnnvcrgence dc skies dc la fol-~~w dc ( 100). \ oir 13ahc1 

[ 141. pour LIIIC prkmitation dcs appro~iniants d< PaclC 

c‘t \oir Macdonald [I-FJ, pout- unc prkcntarlo~~ \lc 

I’Epsilon-algorithme pcrnmcttant dc cxlculs~~ dz ii<cTr; 

numCriqnc Its approximantz tic Pad6 dc SOllllllC~ iT;lr- 

ticlles de la sCrie (100)). 

+ 
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Si E est suffisamment petit pour ne considCrer qu’un d’&chantillonnage soit au moins infkrieur sinon petit 

seul terme de la die (100) : par rapport g b. 

1 .i(l,p) = ~~.~~_~ 

V’(P) sh (J(P)) 

La Transformke de Fourier Rapide (ou Fast Four- 

ier Transform), (Cooley et Tukey [17]), permet de 
dkterminer g partir de N valeurs de 0 en CI~ = (/IX/~), 
N valeurs de T en xq = (ql/N), q variant de 0 i N- I, 
en un nombre rkduit d’optrations (N Log? (N) au lieu 
de NZ). 

Cette expression, t&s simple, peut permettre un 
traitement rapide de rCsultats expkrimentaux, en con- 
tr6le non-destructif thermique, en prenant nkanmoins 
en compte les effets bidimensionnels. 

Si le mattriau est de longueur infinie, le contraste 

dQ $ la perturbation (terme de droite) disparait. 

3.3. Retour nu&rique dam l’espace rtel 
11 existe une abondante IittCrature relative aux algo- 

rithmes numCriques de transformation de Fourier 
utilis&s par exemple en traitement d’image. Un exposk 
g&-&al sur les transformations de Fourier peut ?tre 
trouvC dans Press et al. [16]. 

Nous examinons rapidement les caractkristiques de 
ces mkthodes en vue de les adapter i notre probEme. 

II est question ici de calculer I’intCgrale (99) si le 
matkriau est d’extention infinie ou la skrie (108) si le 

mattriau est d’extension finie. 
Pour s’affranchir de la borne infinie de I’intkgrale 

(99), il est nCcessaire de supposer le matCriau de lon- 
gueur 1 finie et isol& ou nul en x = 1. La longueur 1 
doit itre grande devant les dimensions caractbristique 
des conditions aux limites en x ou des hCtCrogCniitts 
du matkriau (b dans notre cas). Un expression cal- 
culable de (65) est alors : 

Ainsi les problkmes relatifs au milieu d’extension finie 
ou infinie se traitement numkriquement de la mEme 
maniire (111) semblable i (89). 

La n&essit& du calcul implique de tronquer les s&r- 
ies (111) ou (89). 

Si on calcule N termes de cette sCrie, on introduit 
alors la notion de frkquence maximale d’kchantil- 
lonnage x,,,, telle que : 

NZ 
ct,,, = - 

1 (112) 

Cette frCquence maximale dCfinit dans I’espace r&e1 
un pas d’tchantillonnage permettant de dCterminer N 
valeurs de la tempkrature en N valeurs de x : 

Ax = f (113) 

Si on d&sire dicrire avec prCcision I’&volution de 
la tempkrature autour du dkfaut, il faut que le pas 

L’algorithme est adaptable ii des &ries de cosinus 

ou de sinus (voir [ 161). 
A titre d’exemple, on peut exprimer g partir de (74) 

ou (108) en prenant en compte uniquement un terme 
de la s&rie (100). Les N valeurs de r((ql/N), I, I)) sont 
reliires aux N valeurs de 4((kz/l), z, p) et soit calcul&es 
par I’algorithme de F.F.T., soit directement traduites 
par : 

I 

J(P) sh &I’(P)) 

N-’ 2 sh (J(p+(kn//)‘)e,) 

+ F, kn 0 sh (&P+ (k402)) 

xsin(!y!)cosr?)). (114) 

Le spectre des tempi‘ratures est calculC en ‘retour- 

nant’ les valeurs f3(1, kn/l, p) dans l’espace temporel. 
L’algorithme de Stehfest [18] nous a paru de mise en 
oeuvre tr&s simple et trks rapide dans le cas oti l’on 
calcule peu de profils au tours du temps. I1 donne, de 
plus, une bonne prkcision dans le cas de l’exemple 
trait& (rCponse au Dirac). Dans le cas oti le signal 
temporel est quelconque, et (ou) le cas oti I’on d&ire 
calculer de nombreux profils au tours du temps, il est 
plus inttressant d’utiliser la mCthode de Dubner et 
Abate [ 191 amClior&e par Hsu et Dranoff [20], qui est 
basCe elle aussi sur l’utilisation de la transform&e de 
Fourier rapide. (Une &tude cornparke de ces mithodes 
peut &tre trouvCe dans Davies et Martin [21].) 

Ces algorithmes ont &tt: appliquks aux transferts 

thermiques dans les mattriaux composites par Kant 
et Decker [22]. 

3.4. Rhltats numt?riques 
Nous avons calcuE des exemples d’Cvolution des 

contrastes de tempkrature en face arrikre, soit Ar(x, 
I, t), transform&e inverse de Laplace de : 

A+, r,p) = z(x, l,p) - ~ mL--~ 
J(P) sh (J(P)) 

(115) 

Les rCsultats p&en& ci-dessous permettent de 
comparer les m&rites des diffkrentes mkthodes. 

La Fig. 10 prksente des profils de contraste de tem- 
pkrature calcuEs pour diffkrentes valeurs de N, dans 
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THERMAL QUADRIPOLES METHOD EXTENDED WITH INTEGRAL TRANSFORMS- 
CALCULATIONS OF THE HEAT TRANSFER ACROSS A TWO-DIMENSIONAL PLANE 

CRACK 

Abstract-The quadripole method, used in the case of monodirectional diffusion problems, is extended to 
bi- or tri-directional cases. The main point is to use integral transforms (usually Fourier-transforms) for 
several space variables and Laplace transform for the time variable. The calculus of the heat transfer across 
multilayer materials is then presented as a simple matrix product in the transformed space. A second part 
is devoted to the calculus of the heat transfer across a finite two-dimensional defect. Then we use the 
quadripole method nor perturbation and matrix inversion method to solve the integral equation, arising 

in this problem. 


