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Résumé—La méthode des quadripdles, utilisée pour les problémes de diffusion thermique mono-
dimensionnels est étendue aux cas bi ou tridimensionnels. L'idée est d'utiliser les méthodes de trans-
formation intégrales (en général de Fourier) sur certaines variables d’espace, et une transformation de
Laplace sur la variable temps. Le calcul du transfert thermique au travers de milieux constitués de
multicouches est alors réduit & un produit de matrices dans ’espace transformé. Une deuxiéme partie de
ce travail traite du caleu] du transfert thermique au travers d’un défaut plan bidimensionnel. On développe
alors, en plus de la méthode des quadripdles, des méthodes de perturbations ou d’inversion de matrices
pour résoudre I'équation intégrale engendrée par ce probléme

1. INTRODUCTION 2. UTILISATION DES TRANSFORMATIONS

Dans LE cas de transfert thermique unidirectionnel, INTEGRALES

la méthode des quadripbles thermiques permet une
représentation simple des transferts dans des systémes
complexes (voir Degiovanni [1]).

Lorsque I'on s’intéresse & des valeurs moyennes de
température et de flux, cette méthode permet égale-

2.1. Transfert dans un mur homogéne sans source
interne avec conditions aux limites latérales homogénes
et température initiale nulle (voir Fig. 1)

Le systéme d’équations associé¢ s’écrit :

ment de traiter les cas ‘globalement unidirection- a°T T *T oT
nels’, S’est a dire en particulier de prendre en compte v ax? + oyt +’1352‘ LTS M

les phénomeénes de constriction des lignes de flux.
Larticle de Dorkel et ¢l. [2] nous a donné l'idée
d’étendre cette approche pour les transferts bi et tri-

Avec les condifions aux limites :

; : : i T
dimensionnels, c’est ce que nous prop‘osons ol i enx=0 A= h, T (2a)
Nous exposons tout d’abord les régles relatives & dx
certaines transformations intégrales simples per- oT
mettant ’extension de l'utilisation des quadripdles enx=1[ —i—=h,T (2b)
thermiques monodimensionnels. Nous montrons ox
ensuite la solution analytique exacte du transfert ther- . oT
mique au travers d’un défaut plan bidimensionnel. eny=0 S T (2¢)
Une méthode de perturbations peut permettre dans
. P i aT
certa}qs cas, une acce}eratlon considérable du calcul eny=L —i=—=h,T 2d)
numérique de la solution. Ty ’
1
X
e
y L
v z

FiG. 1. Caractéristiques géométriques du mur homogéne.
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[E,]  vecteur dentrée

F(xz, f. . p)  soit la transformée de Laplace
Fourier d'un terme source classique : soit
un terme résiduel dit a des conditions
non-homogeénes ou a une condition
initiale non-nulle

Fix f. .y solution particuliére

G2y transformée de Laplace-Fourier de
I'excitation de flux en face avant (Dirac
en temps)

H nombre de Biot relatif aux échanges
convectifs latéraux

I coefficient d’échange convectif

[, L. b, ¢ dimensions caractéristiques du
mificu

[M,] matrice de transfert

{M,] matrice carrée

[M,] wmatrice carrée diagonale

[P.] wvecleur source

P vartable de Laplace

[Qii.]  vecleur source

0.V transformée de Laplace—Fourier de
getr

source de flux ¢t de tension

NOMENCLATURE !

A. B, C. D termes de la matrice de passage T température dans espace reel |
da diffusivité thermique suivant Paxe - / temps |
(4.ipc) [I]  vecteur colonne ,

[Civo ] matrice de contact X. Y sources ducs & I :

. v,z coordonnées dlespace.

Symboles grees

variables de Fourier ({réquences
despace}

%,.- 1., solutions des équations transcendantes

(fréquences d’espacce}

% B

Atif. v, p)  contraste de température en face
arriere
o distribution de Dirac ou symbole dc
Kronecker
i petit terme (résistance reduite) :
Y transformée intégrale de t en espace |
’ conductivité thermique ;
T transformée de Laplace de Fen s
& transformée integrale de la densite de flux
de chaleur
» densite de flux de chaleur dans Pespace
réel
[®]  vecteur colonne. f
0/ transformé de Laplace de la densité de i

flux de chaleur

g, v i
R résistance de contact Opérateur :
[S;] vecteur de sortic * opérateur multiplication de matrices,
en z = 0: Flux imposé: ¢(v.v.0.1) (Tt p—y)
ou Tempcerature imposée: T{x. 3. 0.1)  {2¢) [
Ty, op) = T(x,v,zo0yexp{—pi) ds
en = = 0; Flux impos¢: @(x.v.e.f) o
ou Température imposée: T(x.v.e.r) (20) ¢t
ar=0 Tzt =0 (2g) ‘
Wi, yoz p) = el v conexp(—pryde. (3)
Avec: o
i Coefficient d"¢change conveetif La solution du probléme est alors de la forme (voir

omnpl = 3 Y B, np)

moes it a8

el L Dimensions du domaine ;

S=1/1L: Section:

Y Conductivité thermique ;

T Temperature ;

AP W Coordonnées d'espace et indices relatifs.

On utilise la transformation de Laplace en 1. pour
les températures et les densités surfaciques de flux

Ozizik {3, chapitre H}):

(B Lcos (1) + Hoasin (B0 (il cos (x) + Hyy sin (o, x)) )
N S

Nz,

Avec @, ot [, solutions des cquations trans-
cendantes suivantes ;
(o, D)(H,, +H.5)
tan (o, /)y = -, T
(@) (2,1} ~H  H,,

) (B, LY H,  +H.)
tan{fl, L} = : e
L) = iy



Extension de la méthode des quadrip6les

et:
N(a,) = D2+ HD( Ao ) H)
(%) =5\ (2, 0)°*+H;)) +m“ﬁ§ +H,

Y

£ —

L
N =3 (((/fmw +H})

;{)‘2
* (” @ZL)%H&) *H‘"> ®

avec:

h!  Nombre de Biot relatif aux échanges
Hey = 2. convectifs latéraux selon x;

A L Nombre de Biot relatif aux échanges
H, = “j.  convectifs latéraux selon y.

Les coefficients 8(a.,,, B, z, p) de la double décompo-
sition de t sur une base orthogonale, peuvent alors
s’éxprimer sous la forme d’une transformation inté-
grale en x et y (on assimile o, et §,,a et f):

0(x, B, z,p) =
{ £
L f #0632, P)(BLcos (By)+ Hy sin (8)) dy

x {elcos (ax)+ H,, sin (ax)) dx.  (9)

On peut de la méme facon exprimer la densité de
flux de chaleur ¢ dans la direction z, dans 'espace de
Laplace-Fourier, en fonction de la densité de flux de
chaleur  dans I’espace de Laplace:

dé(x, f. z,
¢(d, ﬁ’ Zsp) = *‘/?.——g—d-/;”—sz;)

] i
= J; L Y(x,y, z.pY(BL cos (By)+ H,, sin (By)) dy

x (el cos {ax)+ H,, sin {ax)) dx. (10)

On peut réécrire le systéme (1), (2) sous la forme:
4’0 [p AN 5 (AN,
G () (pJo=o

Diffusivité thermique suivant axe z.

avec:
a=-=:

Cette équation devient une équation différentielle
ordinaire. La forme générale de 6 est:

wnen=ra o+ (2)2+ (0))
conl+ (e (1)) o

13

F et G sont des constantes déterminées par les
conditions aux limites en z = 0:

F=0(,8,0,p) (13)
et:
1 do
G=— - (Efcc,ﬁ.ﬂ,p))
P (AN (A 8 -
JE=()ee (2)7)
= —*—*—M-:}W”»M\@fb(a, B8.0.p). (14

oG ) (o)

Il existe alors, comme en régime monodimen-
sionnel, une relation linéaire telle que

O(x, ,0,p) = Ax, B.e,p) + BS@(o. B, e,p)  (15)
S¢(a. §,0.p) = CO{a, e, p)+ DSP(2, B, e, p). (16)

La détermination de deux des fonctions 0(x, f, 0,

p), ¢(a. B, 0, p), 0(a, B, e. p) ou d(x, B, e, p) permet
de définir entiérement le systéme.
Une représentation matricielle serait :

<O(a,ﬁ,o,p)>_<A B)(Gw,ﬁ,e,p)) an
S¢@.p.0.p))  \C DJ\S¢p(x.p.e.p)) *

avec:

reeaf (e ()

cos ) )
e o

La formule d’inversion permettant d’exprimer t(x, y,
z, p) en fonction de 6(u, B, z, p) est Vexpression (4).

Il faut remarquer que les formules de trans-
formation dépendent des nombres de Biot associés
aux limites en x et . La résolution, dans le cas général,
des équations transcendantes (5) et (6) et ensuite le
calcul complet de la série (4) sont lourds, avant de
pouvoir remonter 4 T(x, y, z, #) par une inversion
numérique de Laplace.

Quelques cas particuliers permettent d’alléger con-
sidérablement le calcul.

Ces cas particuliers intéressants sont ceux pour
lesquels les équations transcendantes donnent des
racines réguliérement espacées, soit en fait les con-
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ditions aux limites en x et v du systeme du type:

surface isothermes (H— . T=0)
surfaces adiabatiques (H > 0. ¢ = 0)
milicu infini.

La raison principale est (voir Uexemple dap-
plication au paragraphe 2) que ces conditions per-
mettent une sommation numerique par transformee
de Fourter rapide.

Nous tirons de Carslaw et Jacger |4, chapitre X VII.
different cas de transformations de Fourier. sans

les  detailler. Dans  des  géomdétries  autres  que
cartesiennes  (cylindriques, sphériques. . ). d'autres
ransformations sont utilisables (Hankel. Mellin,

Mehler-Fock . ..) (voir Sneddon [5]). mais 4 notre
connaissance, sans algorithme de  transformation
rapide.

Dans un soucr de simplicite d’éeriture, nous don-
nons uniguement les transformations dans une scule
dimension (v) et supposons que le probléme est bidi-
mensionnel en (v, o).

Cas d'une surface isotherme en v = 0. Dans l¢ cas
d'une surface isotherme en v = 0. les transformations
intégrales se réduisent a une transformation de Four-
ier en Sinus de la forme:

a
(19

Moz, p) = (.o p)sin (ay) da.

La formule d'inversion ¢st un cas particulier de la
serie (4).
Sienx =1/ ([, z, p) = 0 alors:

i

(x.z.p) = (2:) Z O(nnil. = pysin{nrx:f). (20)
Stenx o=/
[z
T : A 0
X
alors:
vz py = (1,021 = pysin (i 2])
+(2:D }: On+ ¥ 2wl z.p)
i |
xsin ((n+12)nx/y. (21)

Cus d'une surtface adiabatique en x = 0. Dans le cas
d’une surface adiabatique c¢n x = 0, on utilisc une
transformation de Fouricr en Cosinus de la forme:

s
i

Ox.z,p) = | tlx.z,p)cos(ox) dx. (22)
[

La formule dlinversion est un cas particulier de la
scric (4).
Sien x =/, t(l,z. p) = O alors:

x.z.p) = (2i) Z O((n+172)nil. =, p)

-0

xcos ((n+12yrmx/l). (23)

BATSALL ¢ ul.

Sien v o=

ol
ot{ : P} e
X

alors:
Tz = (LD00, 20 p)

i

(20 S (L pycos (il

(24

Cas 'un milieu semi-infini en v, Dans le cas d'un
milicu semi-infini, les transformées analogues aux pré-
cédentes comportent des lormules dinversion syme-
triques. On obtient pour le premicr ¢cus

[
I

Mo, z.p) = [ V2im)Tiv, sop) singay)y Ay o

dvee pour formule dinversion
r
TN L) = J

J (2m0(a o p)singaxy da. (26)

4]

Pour le second cas:

o
Na.z.p) = V(2 z pyeostax) dx. i27)
Avee pour formule d'inversion :
yooop) = J G200z 2o pycos(ax) du. (28)

Cay d'un milieu infini en x. Dans les cas d'un milicu
infini, on utilise une transformation de Fourier com-
plexe de a forme:

| ~

N (2n) J

2, p) = (29

T(x. 2, ) exp (iex) do.

La formule d’inversion est alors:
"~

1
J Ot . pyexp (—iox) do. (30)

Tx.zLp) =
v (2n)
2.2 Ewde géndrale de problémes non-honiogenes
En complément du paragraphe précédent, 1'etude
générale d'un probléme bidimensionnel non-homo-
gene se réduit a 1"¢étude d’un mur. en régime trans-
itoire. présentant des sources interncs réparties dans
les 2 directions de Pespace et dépendantes du temps.
les conditions aux limites en v &tant soit & température
soit & flux imposé non lor¢ément nul, le mur n'étant

pas forcément a linstant initial. Ceci revient
résoudre un systéme de la forme:
d+n . . . .
= + Foaozopy =0 =0 (31
d-

avec
(3

F(z, =, p) est soit la transformée de Laplace-Fourier
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d’un terme source classique, soit un terme résiduel di
a des conditions aux limites non-homogeénes ou 2 une
condition initiale non-nulle.

On peut voir sur quelques cas ci-dessous que les
transformations de Fourier introduisent un terme
source dans 'équation générale dans le cas de con-
ditions aux limites latérales non-homogénes :

o températures imposées non-nulles en x = 0 et en
x=1/

382 Xz,
j t(;éz—&) sin (ox) dx = —a?B(a, z, p)
0 o

+(2(0,z,p) —cos (@D)(l,z,p))  (33a)
avec:
{
(o, z, p) = J 1(x, z, p) sin (ax) dx
0
et « = nxfl;n entier positif ;  (33b)
o flux imposés non-nulsen x =0etenx =1
2
J\ Otx,2,p) cos (ax) dx = —a?0(«, z, p)
0 ax
1z, 0t{0, z,
+ (cos () o p) o — z P)) (34a)
éx ox
avec:
1
8o, z,p) = J\ t{x, z, p) cos {ox) dx
0
et o = an/l;n entier positif ;  (34b)

o flux imposé non-nul en x =0 et en température
imposée non-nulle en x = {

[/ #4450 o - st

61f(O “ap)

+asim oyl z,p (35a)

avec!:

I
Ko, z,p) = L t(x, z, py cos (ax) dx

et o = (n+1/Dn/l;n entier positif. (35b)

De méme, la transformation de Laplace introduit
un terme source dans ’équation générale, dans le cas
d’un profil de température non-nul a instant initial:

*0T(x,z,t
f 20 i (—pry i =
0 ot

pr(x,z,p)— T(x,z,0).
(36)

La solution de I'équation (31) est de la forme:

0(x, z,p) = Klch (yz)+K2sh (y2) +f (2, z,p)  (37)

et f est une solution particuliére de (31) qui peut

étre obtenue par exemple par un développement de la
forme:

13 10 F+...
622+4az '

(38)

fazp) =7 (F(ot 2, p)+

K1 et K2 sont calculés a partir de 0(0) et ¢(0); on
en déduit alors les grandeurs de sortie 0(e) et ¢(e):

Ofe} = (0(0) — 1 () ch (ye)
= (2.7 Q)+ $(0))/4y) sh(ye)+/(e)  (39)
d(e) = —A:7(0(0)—£(0)) sh (ye)
F{(A S0} +¢(0)) ch (pe) ~ A f"{e). (40},

D’on Pexpression des grandeurs d’entrée en fonc-
tion des grandeurs de sortie (voir Fig. 2):

(o) = (¢ o)(st)+ (&) @
se0)) ~\c p)\spe)) Flsy) @D

avec, A, B, C, D décrits par les mémes expressions
que dans le cas passifet:

(Ie)

X=fO)—f@ch@e)+ =27 o). (42)

Y= —2.(f"(0)+7f(e) sh (ye) —ch ("/t’).f “(e)). (43)

2.3, Conditions aux limites convectives en z

Les conditions en température ou en flux impose
sont traduites directement.

Les conditions aux limites de caractére plus général
de type convectives et a flux imposé en z traduites
comme suit :

€]

n z = 0{a Pentrée du systéme):

d()(a 0,p)

— (e, 0,p) = A ——- = h(0(x,0,p) —0.)+Q,

44)

peuvent encore étre présentées par le schéma de la Fig.
3 ou par la relation matricielle suivante ;

(55.)- (6 ) (o) + (s.))
se.) = \o 1 so©) T \so.)) @

by

so@ | X S ¢(e)
= -
8(0) 8(e)

F1G. 2. Schéma électrique, traduisant la présence d’un source
interne répartie, des conditions aux limites non-homogeénes
en x ou en y, ou une condition initiale non-nulle.



t16 IoCo Barsarr e ol
ISQC ISQS
S¢e  1/mS S $(0) S ¢le) 1/6S  S¢s
e 9 s p—
Be 8(0) B(e) 0s
Milieu
F16. 3. Conditions aux Hmites en o
eten z = ¢ (a la sortie du systéme) ; De méme ¢u’en régime monodimensionnel, on peut
d()(oc en) alors traduire les transferts thermiques au travers de
Pl e, p) = = MO, e.py—0)+Q, K couches successives.
- Le transfert au travers de la 4" couche s'¢erit
{46}

par le schéma ¢lectrique de la Fig. 3 ou par la relation

matricielle suivante:
( Jrlo V)se) @
) ( ) s¢,) 7
2.4, Empilement de plusieurs milicux en contact parfait
Le principal avantage de la représentation par quad-
ripdles est le traitement particuliérement rapide des
multicouches.
Pour que la méthode puisse $'¢tendre au wransfert
bi et tridimensionnel. il est nécessaire de vérifier les
conditions de passage qui dans le cas du contact par-

1ihS
1

0
SO,

te)
Sep(e)

fait g"écrivent 4 une profondeur = = ¢, donnéc:
do, (¢ 0. (2, e,
p d0enpy L dheen e
dz d=
o e, p) = 0.0 00, p). (48b)

Ceci implique que les transformations intégrales
sur le milieu | sotent les mémes que sur le milicu 2.
Conformément au paragraphe 2.1, ceci n'est vérifié
que par des milieux ayant méme limite géométrique
ct thermigue en v; en pratique les 3 cas intéressants
sont ceux du paragraphe 2.1:

milieu infini,

milieu de méme dimension a température imposée,

milieu de méme dimension a flux imposc.

T = IMISO+ P (49)

avec:
PEd: Vecteur dentrée
[M.]: Matrice de transfert
[S: Vecteur de transfert
[P) Yo Vect
= . ecteur source,
k SY,

Lc transfert au travers des K couches s'écrit alors
{voir Fig. 4):

i ( M}){ 0

(50}

0= ( 0 M})(sm

2.5, Sources aux interfaces

Une source répartie uniforme ou non en x située 4
une profondeur = = ¢, donnée, est traduite par un
vecteur de la méme fagon qu'en régime mono-
dimensionnel.

Soit g(x, ¢;. {) une source de flux et r{x, ¢,. 7} unc
source de tension, transformées dans lespace de
Laplace-Fourier en Q(o. e, p) et F{(x, ¢;. p) on associe
alors le vecteur source [Q, ,..1]. tel que:

Ve, p) )
1= {500

11 suffit alors de remplacer le vecteur [P,] de T'ex-

Qi - (51

Is Y1 S Yk+1 Ts YK
S 6(0) SoEl)  Soek) | Xk+l S dlek+1) XK S O(eK)
[ e __——_b_. H — H R
1 MK
oo | ™ | loen ok | M| | ogek1) 0(eK)
Milieul Milieu k+1 MilieuK

Fii. 4. Systéme complet.



Extension de la méthode des quadripdles 17

Solek) Rikk+l S olek+1)
_-—’ﬂ—umqu:’_
0(ek) B(ek+1)

FiG. 5. Résistance de contact.

pression (50) par:

[P+ M [k o) (52)
2.6. Contacts imparfaits

Si le contact entre les couches & et £+ 1 est impar-
fait, sans inertie, mais uniforme en x et y, on peut le
représenter par une résistance pure R,,.; ou par la
matrice [C .. ] telle que:

1 Rier
[Ck.k+l]=<0 1 )

11 suffit alors de remplacer la matrice [M,] de I'ex-
pression (54) par:

(53)

(M[Crssn}-

Le schéma correspondant est exposé sur la Fig. 5.

(54)

2.7. Application simple de la méthode : transfert ther-
mique au travers dun bicouche avec résistance de
contact uniforme

Considérons deux murs similaires, plans, ortho-
tropes de conductivités A, 1. de méme épaisseur ¢,
d’extension infinie, séparés par une résistance de con-
tact uniforme (voir Fig. 6).

On applique une impulsion de flux de chaleur (dis-
tribution de Dirac en temps) de répartition quel-
conque en espace. On suppose que le milieu est a
température nulle a4 l'instant initial. On prend en
compte les échanges convectifs sur la face avant (en
z = 0) et sur la face arriére (en z = 2¢,), en supposant
que le fluide ambiant est 4 température nulle.

Puisque le matériau est de dimensions infinies, on
applique une transformation de Fourier en x du type
(9) et une transformation de Laplace en temps:

l x P
0o, z, p) = o J j T(x,z,t)exp(—pt) dt
v 0

xexp (—iax) dx. (55)

Impulsion de chaleur de répartition quelconque en x

LR

Résistance de contact uniforme en x
o -
Milieu

3] infini

Milieu
infini

Paroi isolée

z

F1G. 6. Exemple de multicouche.

Les notations étant beaucoup plus légéres dans
I’espace de Laplace—Fourier, on écrira le systéme
dans cet espace (les flux sont ici des densités de flux) :

Cioan)= (e )0 1)
Gla)—hb(2,0,p)/ — \C DJ\O 1

A B\ [ 6(a,2e,,p)
8 (C D> <h0(<x,2€1,17)> 9

(57
et
R: Résistance par unité de surface.
A .. . .
a= ; Diffusivité thermique suivant 'axe z.
G(o): Transformée de Laplace—Fourier de I’ex-

citation de densité de flux en face avant
(ne dépend pas de p, car le Dirac en ¢ est
transformé en constante dans I'espace de
Laplace).

La transformée de Laplace~Fourier du champ de
température en face arriére donne, grace a (56) :

(e, 2e,,p) =

G()
(2ACH+ RC? +2h(A*+ BC+ RAC) +h(2AB+ RA%)’

(58)

A ce stade, on peut utiliser les formules de la forme
(30) pour la transformée inverse de Fourier et
numériques (voir chapitre suivant) pour la trans-
formée inverse de Laplace.

Cependent, il n’est pas toujours nécessaire d’in-
verser I’expression (58). On peut par exemple utiliser
les valeurs moyennes du champ de température en
calculant 6(0, 2¢,, p). On revient alors 4 un probléme
monodimensionnel que I’on peut traiter 4 I'aide des
méthodes exposées en [1].

3. CALCUL DU TRANSFERT THERMIQUE AU
TRAVERS D'UN DEFAUT PLAN
BIDIMENSIONNEL

Il faut souligner que dans le cas ou la résistance de
contact par unité de surface n’est pas uniforme en x
et y, on ne peut plus utiliser la matrice (53). En effet,
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Impulsion de chaleur de répartition uniforme en x

o LU

el
Paroi | Défaut o Milieu
isolée infini
e2
(————
b Paroi isolée
z

FiG. 7. Présentation géometrique du milieu infini comportant
un défaut bidimensionnel.

recerivons la relation de passage entre le milieu & ¢t
k—+1:

e (59)

¢

o

. . ¢
To—Tior = — R (X

L]

Ce probléme est alors particuliérement difficiie et
des méthodes adaptées sont nécessaires. On peut util-
iser soit une méthode fluxmétrique (voir [7, 8}) soit
des méthodes de perturbation, soit une inversion de
matrice dans ['espace de Laplace--Fourier.

Nous présentons maintenant une illustration de ces
deux derniéres méthodes en calculant le transfert de
chaleur au travers d’un défaut plan bidimensionnel.

3.1. Milieu d’etendue infinie—exemple d'utilisation
d'une méthode de perturbation

3.1.1. Présentation du probléeme. Etudions le cas
d’un milieu comportant un défaut résistif uniforme de
largeur fime 2h et d’extension infinie en x (voir Fig.
7). Lillustration typique est une mince couche d’air
duc 4 un délaminage dans un matériau composite.

Ce probléeme est difficile 4 résoudre a 'aide d’une
méthode numérique classique (éléments finis ou
différences finies), puisqu’il demande un maillage
important au voisinage de la singularité (ici le défaut).
Dautre part, la recherche de solutions analytiques
est d'un grand intérét si I'on cherche a identifier les
paramétres relatifs au défaut (voir Maillet [6]).

Le systeme permettant de décrire les transferts ther-
miques dans le matériau soumis 4 une impulsion de
densité d’énergie Q par unité de surface, uniforme en
v osur la face = = 0 (face avant), s’écrit dans I'espace
de Laplace ct en supposant que la répartition de tem-
pérature est nulle dans le matériau a Uinstant initial :

~

Iyt (60)
7 4l eXTa
aT L
eny=0 _ =0 (Par symetrie) (6la)
Cx
enx — o tfinie (61b)
cr(x, 0, p) .
enz=0 RO, 61c)

¢z

LT (X, ey, ) 0T (x,e.p)

CNZ=e; —A = coTeT = e
GZ sz

(61d)

CLrx e, p) =t (e sifx] > b (610)

. | L e, )
P xLenLp) =t (xse )+ R -2 N )

[

sl < b (61

Cette relation traduit la continuité des densite sur-
faciques de flux ct des températures ¢n = = ¢,. entre
la face supérieure du deéfaut (notec sup) et la face
mféricure (notée inf).
= {).

{olg)

fr(x.e.p)
enz =¢y+c, .

[

3.1.2. Transformation intégrale et méthode des
quadripéles. On réduit les variables du systéme. en
considérant que la résistance thermique R du défaut
est faible en regard de la résistance des parois qui
I'entourent, on effectue les réductions suivantes des
variables :

¢, =0 e

p— (/ua)(':

R e .
&= (' ) (considéreé ici comme le petit terme).
L/

(62)

On effectue la transformation de Fourier en

Cosinus de t(x, 2, p):
Doz, p) = J‘ J(2im)r(x . pycos (xx) dy. (63)
[}]

Notons quiici, 4 la difference de ce qui a ¢té delin
au paragraphe 1, o est une variable sans dimension.
Les conditions aux limites en v = 0 ((81/Cx) = 0) ct
x— % (t finie), permettent de transtormer lex-
pression (61, 62):
do

s —(p+a0 = 0.

(64)
dz

Le retour dans I'espace de Laplace est donné par
I'expression suivante :

x,z,p) = j V 2im)0(a, 2, pycos (2.x) dz. (6F)
O
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D’aprés le premier paragraphe, & chaque partie
constitutive de I’échantilion correspond une matrice
de passage.

Dans le cas de conditions aux limites de type
méthode flash (impulsion de chaleur bréveen z = O et
échantillon isole en z =1, sur la face arriére), le
systéme s*écrit :

( 0(0) )*<A. B.)(esw’(e,))
J@2d/)  \Ci DiJ\ $le)
(GS“P(e1)>
ole)
9‘““(e,)+£j‘b J@my(x, ey, p)cos {ex) dx
d’(ex)

™)\ (42 Bz)(()(l))
(qs(e.))‘ (Cz p.)\ o (66)
avec:
Ao, p) =ch (\/(p+oc2)e,-) = D,(,p)
B(x,p) = Toia 2)Sh(\/(p+a Ye:)
Cia.p) = J(p+a) sh(J(p+aDe).  (67)

On constate que la condition en flux en z =0,
uniforme en x dans I'espace de Laplace simple, se
transforme en distribution de Dirac dans I'espace de
Laplace-Fourier.

3.1.3. Résolution de I'équation intégrale (66) par
méthode de perturbations. Pour résoudre ’équation
intégrale (66), nous proposons d’utiliser une méthode
de perturbations en considérant que ¢ est ici le petit
terme (a ce sujet, les réfs. [9, 10] constituent des
ouvrages généraux et les réfs. [11, 12] sont relatives
aux transferts thermiques dans les matériaux com-
posites). La méthode consiste tout d'abord a exprimer
les variables du modele sous forme d’une série entiére
comme suit :

o, z, p)

= OZO: 8,(x, z, p)e* (68)
e

d(a,z,p) = Z ba(a, z, p)e".

-

(69)

On injecte ensuite les séries dans le systéme et on
identifie terme & terme en ¢”. On obtient alors une suite
de systémes & résoudre :

A lordre &°
On constate que ce probléme est le probléme mono-
dimensionnel, dans le cas d’une paroi homogéne :

( 8o(0) )_(Al &)(Az Bzxeo(l))
J@s@)  \C D J\C, D J\ 0o )

(70)
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Il est plus pratique de rester dans Pespace de
Laplace simple pour manier ce systéme. On tire une
expression utile pour la suite:

sh(/(pez)

Yolx,e..p) = i 71

A lordre e’
11 apparait ici, un terme source en température pro-
venant du probléme & Pordre 0.

6,(0) _<A1 Bx><9%“*’<e.))
0 “\¢, D, $q(e))
(éﬁ“p(e,))
¢iley)
b
07 (e)) +f \/ (2/mro(x, €1, p) cos (ax) dx
0
B ()

(9‘.%0) _ (A: Bz> (elm)
$ien)) \C: D, 0/
Les représentations quadripolaires des transferts a

Pordre £° et &' sont illustrées sur la Fig. 8.
On obtient:

_J/@m)sh(/(p+a?)er) sh(/(P)e;) sin (o)
ash /() sh(/(p+a?)

(72)

6:(1) =
(73)

Le produit de 6,(1) par ¢ est une approximation du
contraste de la transformée de Fourier de la réponse
en face arriére. Le contraste est définit comme la
différence entre la réponse en température du matériau
homogéne et celle du matériau avec défaut :

2/m)d
AB(o, 1,p) = 0(a, 1, p) — R\fl%)(t/&%; (74
ordre ¢°
V’;f_z & (a) 4 o(el 3 o
8£0) :[90(1)
ordre ¢! b

Oj\/ 2/ yo(x,e1,p) cos(ox) dx o

—

-
8(0) Ielm

FiG. 8. Schéma électrique relatif 4 la méthode de per-
turbations.
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Des images thermographiques obtenues par caméra
infrarouge peuvent étre traitées directement dans
P'espace de Laplace-Fourier et comparées a cette
expression.

On peut cependant écrire formellement 'expression
de la température dans Pespace de Laplace simple,
puisque la transformation de Fourier en cosinus est
symétrique. On obtient donc un développement
approché de réponse en température en face arriére:

e, l,p)y = oom

X ( 1—e(2/m) (pysh(J(pres) -
AN
N f R e sin e cos () )
0 sh(/(p+a))a /

Cette intégrale n'a pas d'expression analytique sim-
ple, c’est pourquot l'identification des termes d’ordre
supérieur est difficile. Il est possible d’en effectuer
une intégration numérique (voir le paragraphe 3.3).
cependant cette expression est directement intér-
essante a deux titres:

e Elle montre qu'en présence de plusieurs défauts
de faible résistance répartis de fagon quelconque, ce
sont les contrastes qui s’ajoutent : la solution générale
apparait sous la forme:

x, Lp) = — (F—e, /i (p.x)— 8- f5(p. )

Jpsh (J(p)

—e;f3{p.xy. )+ 0k (76)

ou:
f;1 Fonctions des dimensions et dc la position de

chaque defaut ;
g Résistance réduite de chaque defaut.

e Des expressions analytiques aux temps courts et
aux temps longs existent, ce qui est un avantage con-
sidérable lorsque 1'on cherche a identifier ces résist-
ances (Méthodes inverses).

314, Approximation aux femps courfs. Llex-
pression (75} se simplific aux temps courts {p grand}.
On obtient alors:

1

{x, 1,p) = e
VEprsh(p))

x ( 1—e(2/m)/(p) sh( (P)e-)

sh (\/(p)e)) f sin (ah) cos (ax) )
R e YT o I da

sh(y(p)) Jo x
n

or!

* sin(oh) N j 72 st O<x<bh

sin {oh) cos {xx .
( {ab) cos (x) do=<n/4 si x=ph
A & .

(0 = N h
178)
donce
Six < b (sous le défaud
1

ol x.p) =

\( I’)Vé'h' (i)

shiy(pler)

<1 rsh e ). 9

sh{y{pn

Cetie expression est le développement de Vex-
pression cxacte dans le cas d'un défaut uniformément
réparti:

t(l.x.p) =
i
o e ) . {80y
G sh (G (p))tepsh(/(ple:dsh (J(ple)}
Six > b (alextérieur du défaut)
i
t(l,x, . (81)

VEprsh{(p))

Crest la solution non perturbge.

On peut dire quaux temps courts, le transfert est
monodimensionnel.

3.1.5. Approximation aux temps longs. L’expression
(75) se simplifie aux temps longs (p petit) On obtient
alors:

1

e l.py= | o
Vi sh{y{m

X (I —&(2m (p)shi(/(ple2)

; shiaesin @) eos(o) ) Lo, )
o shio)x

Cc qui donne d'aprés Oberhettinger [13]:
1
VP sh(y()

-4 . (\ (}7)(’_) (arctan (tan (
nsh (\ (P))

e\ | (mlv—t
—arctan (tan (%') th (\(;(\2‘ 2)) ) (83)

3.2, Milieu d’étendue finie (voir Fig. 9)

3.2.1. Présentation du probléme. e cas du milicu
d’étendue finie consiste a changer uniquement la con-
dition (61b) dans le systeme (60), (61).

On impose iciecn x = {:

Ty, bopy =

rz: | ) N ('rg(\ j Ay ) )

N
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Impulsion de chaleur da répartition uniforme en x

o WL

Parot | Défaut ot Parol
isolée a2 isolés
g
b -
L
z Paroi isolée

FI1G. 9. Présentation géométrique du milieu fini comportant
un défaut.

On doit traduire la largeur de I"échantillon en vari-
able réduite, comme suit :

=4

Toutes les réductions du paragraphe 3.1 restent val-
ables.

3.2.2. Transformation intégrale quadripdles. La
transformation intégrale a utiliser est (20) au lieu de
(25):

(85)

1
Bo,z,p) = L t(x, z, p) cos (ox) dx. (86)

La variable « n’est plus quelconque, mais limitée aux

valeurs discrétes:
a = knjl 87

avec k entier positif ou nul.
Avec la nouvelle condition (84), I'expression (64)
reste inchangée :

420

a? - (P+0!2)9 ={), (88)

Le retour dans P'espace de Laplace est donné par:

1 * 2 (k=n knx
(x,2,p) = 5000,2,p)+ 3. —l-f?(T,z,p)cos (i;l)
k=1

(89)

Mise 4 part la condition en z = 0, le systéme s’écrit
alors de maniére analogue au cas précédent :

0(0)

sin{al) } = (Al B‘)(Osup(e‘)>
a Cg D! é(e‘)
((}Sup(e‘)) _ Olnf(e')+8jh y{x, e, p)cos (ux) dx

o(ey)
¢(er)
B\ (8(D)
D)( 0 ) G0

(61nr(e|))‘ (AZ
ple)) /) \C,

avec:

Ao, p) = ch (/(p+a*)e) = D(a.p)

Bi(x,p) = sh(/(p+a)e)

1
Jp+a?)

Ci(e,p) = J(p+o2)sh((p+aPe).  (91)

On peut aussi écrire pour les besoins ultérieurs du
calcul, la relation matricielle suivante:

A B 4, B\/4, B,
¢ p)-\c, DJ\C, D)
3.2.3. Résolution de [l'équation intégrale (90) par
inversion de matrice. Dans ce cas, 'équation intégrale
(90) en 4 peut se transformer en systéme linéaire ; en
effet 1a fonction ¢ peut s'exprimer a partir des
fonctions ¢ en utilisant la transforméc inverse de

Fourier (formule similaire 4 89). On posera, de plus,
sin (kuyk =usik =0:

92

1
!//(x’elap) = 7¢(0’elsp)

+z ¢( e,,p)cos(@;j). 93)

Le systéme linéaire s’écrit, en exprimant 6°° et 8"
en fonction de ¢(e,) grice aux premiére et derniére
relations matricielles (90).

_ CO.p

“cepcon Pt con

1
C(0,p)

WE
SIII

190,09+ Zz¢( e,,p) p

et;
M
- mr \ _ [mn d)(T’
CI ("7‘ 1[)) C2 (T ’p)

. (mnb)
Sin *T
¢(0 €|,p)+ Z (xb( ehp)

sin (m(k—}-;n):rb) sin ((k ?)fb )

N kEmr 4

el,P)

avec m, entier variant de 1 a I'infini.
A ce stade, la solution en ¢ du probléme est exacte.
On peut encore présenter ce systéme sous forme
matricielle::

V] = (e[ML]+ [M D*[P] 95)
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dveCe !

[}]: Veceteur colonne. tel que:

Vim) = {96)

/ .
“ Q-
Ci0.p "
[M,]: Matrice carréc. telle que:

s

((/\ A‘Hn)nh\‘) . (/(A/'n)nlv\)
sin \ / ) sm( /

1 N
M (m.ky =
S(m k) ; (h—nnm /

(k+mn
(97)

[M ] Matrice carrce diagonale, telle que:

(V<nm >
e C

/

. . O
L fmm . fmn (;(2*011_,”),)( '
<, / N e / N

M (k) =

(9%)
[®]: Vecteur colonne. tel que:
" .
Oim = (/)( / .(J,_/))(Z — i) (99)
Avec m et b variant de 0 a U'infini et 9, ,, symbole

de Kronecker.

On peut poursuivre le caleul. de fagon approchée,
en tronquant la série (93), on obtient alors un systéme
linéaire classique a résoudre numériquement en inver-
sant de fagon numerique la matrice: (e[M-]+[M ]).
Cette méthode peut étre lourde. Pour éviter les erreurs
dues a la convergence trés lente de la séric (phéno-
méne de Gibbs), un grand nombre de termes sont
nécessaires dans certains cas.

3.2.4. Résolution de l'équation intégrale par méthode
de perturbarion. Une autre méthode consiste a résou-
dre lc systeme par la méthode de perturbation de la
méme fagon qu’au paragraphe précédent.

Soit:

}: P, o 2oyt (100)

[Tl

Plo.z.p) =

On injecte les series dans le systéme ¢t on identifie
terme 4 terme en . On obtient alors la solution :

0

A lordre &
On obtient sous forme matricielle

[y =M, "*[F] (101}
ou encore
(0. sh{y (p)ey)
{0 eopy =1 = (102)
¢o(0.¢0.p) o.M sh (((p))
ct
b, (m/” c“,p):() (103)

m entier variant de | & Uinfini.

BATSALL

o dl.

ALordre ¢
On obtient sous forme matriciclle :

)] == [ =M ML Dy) {104}
au eneore
W ( ”T,ﬁ Naw ) (2—d,,.)
= = poOoe . pyM(m OV Mmooy 1103
nrvarant de 0 4 Finfin,
1 ordre & on obtient une velation de vécurvence
fD,] =1-M,] "*[M-}*|D, ] {106)

au cncore !

| 1

‘ ("/mz ) S . i
i, e p2=0,,,) =
g /,, - W Om. i

. [ o
X ( }_‘ M- (m, K)o, ‘( ; .uhp)(?.w—

Di) )
iy !
(107

m variant de 0 a l'infint.

Cette methode a Mavantage de ne pas nécessiter de
tronquer les series utilisées. puisquielle ne néceessite
pas d'inversion de Ta matrice : (¢[M.]+ M ]). Elle est
rés rapide et précise pour des faibles valeurs de
puisquon peut sc contenter de un ou deux termes
dans Texpression (100). Cependant. a séric (100) ne
converge pas forcément pour des valeurs ¢levees de .
On peut. malgre cela. utiliser une méthode dac-
ctleration de la convergence. basée sur la recherche
d'approximants  de Pad¢  du  polyndome
proximation (voir Aziz ct Na [9]. pour 'étude de la
convergence de séries de la forme de (100), voir Bake
[14]. pour unc présentation des approximants de Padé
ct voir Macdonald [15), pour unc présentation de
I"Epsilon-algorithme permettant de caleuler de lagon
numérique les approximants de Pade de sommes par-
tielles de la série (100)).

Unc fois Hp((mmil), ¢, p) connu pour tout m. Fex-
pression de la température en face arricre s"¢erit dans
Fespace de Laplace:

d \Llp-

Lot
T C0.p)

T A
</>( (Au‘._/»,

- ! MmN )
[@ / ) {108}

iy, b.p)

)
Y , ‘
a ¢ (nm
2 WP
! .
3.2.5. Etude en valewr moyenne. 1.a valeur moyennc

de temperature en face arriére (1, p) scerit dans
lespace de Laplace, grace a (108)

|
(v Lpydy = /(’(l). I.p)

ot

!

() =
/
T p0.ep)

- 109)
rcsopy
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Si ¢ est suffisamment petit pour ne considérer qu’un
seul terme de la série (100):

1
VP sh (/(p)
h%gmwwmmwwm
[ sh(/(p)sh(/(p)

Cette expression, trés simple, peut permettre un
traitement rapide de résultats expérimentaux, en con-
tréle non-destructif thermique, en prenant néanmoins
en compte les effets bidimensionnels.

Si le matériau est de longueur infinie, le contraste
dh a la perturbation (terme de droite) disparait.

i(l,p) =

(110)

3.3. Retour numérique dans l'espace réel

I existe une abondante littérature relative aux algo-
rithmes numériques de transformation de Fourier
utilisés par exemple en traitement d’image. Un exposé
général sur les transformations de Fourier peut étre
trouvé dans Press ef al. [16].

Nous examinons rapidement les caractéristiques de
ces méthodes en vue de les adapter a notre probléme.

11 est question ici de calculer Pintégrale (99) si le
matériau est d’extention infinie ou la série (108) si le
matériau est d’extension finie.

Pour s’affranchir de la borne infinie de 'intégrale
(99), il est nécessaire de supposer le matériau de lon-
gueur / finie et isolé ou nul en x = /. La longueur /
doit étre grande devant les dimensions caractéristique
des conditions aux limites en x ou des hétérogénéités
du matériau (b dans notre cas). Un expression cal-
culable de (65) est alors:

(x,z,p) = \/(;) <}> 0(0, z, p)
x 2 k k
EJOOHE o l) o

Ainsi les problémes relatifs au milieu d’extension finie
ou infinie se traitement numériquement de la méme
maniére (111) semblable a (89).

La nécessité du calcul implique de tronquer les sér-
ies (111) ou (89).

Si on calcule N termes de cette série, on introduit
alors la notion de fréquence maximale d’échantil-
lonnage %, telle que:

Nr
Fmax = —57+ (112)
!
Cette fréquence maximale définit dans ’espace réel
un pas d’échantillonnage permettant de déterminer N
valeurs de la température en N valeurs de x:

Ax =

N (113)

Si on désire décrire avec précision ’évolution de
la température autour du défaut, il faut que le pas

d’échantillonnage soit au moins inférieur sinon petit
par rapport a b.

La Transformée de Fourier Rapide (ou Fast Four-
ier Transform), (Cooley et Tukey [17]), permet de
déterminer a partir de N valeurs de 0 en o, = (kn/l),
N valeurs de 7 en x, = (q//N), g variant de 0 a N—1,
en un nombre réduit d’opérations (N Log, (V) au licu
de N7).

L’algorithme est adaptable a des séries de cosinus
ou de sinus (voir [16]).

A titre d’exemple, on peut exprimer a partir de (74)
ou (108) en prenant en compte uniquement un terme
de la série (100). Les N valeurs de t((¢//N), I, p) sont
reliées aux N valeurs de ¢p((km/l), z, p) et soit calculées
par Palgorithme de F.F.T., soit directement traduites
par:

)
A T B
NP )T s (o)

gmwmem«mm@>
sh(J/(p) \ sh(y/(p) \/

S <2) sh(/(p+(knjD) )e,)
k) sh (J(p+ (kD))

sin i Ccos N .

Le spectre des températures est calculé en ‘retour-
nant’ les valeurs 6(1, k=n/l, p) dans I'espace temporel.
L’algorithme de Stehfest [18] nous a paru de mise en
oeuvre treés simple et trés rapide dans le cas ou 'on
calcule peu de profils au cours du temps. It donne, de
plus, une bonne précision dans le cas de I'exemple
traité (réponse au Dirac). Dans le cas ou le signal
temporel est quelconque, et (ou) le cas ou I'on désire
calculer de nombreux profils au cours du temps, il est
plus intéressant d’utiliser la méthode de Dubner et
Abate [19] améliorée par Hsu et Dranoff [20], qui est
basée elle aussi sur I'utilisation de la transformée de
Fourier rapide. (Une étude comparée de ces méthodes
peut étre trouvée dans Davies et Martin [21].)

Ces algorithmes ont été appliqués aux transferts
thermiques dans les matériaux composites par Kant
et Decker [22].

k=1

(114)

3.4. Résultats numériques

Nous avons calculé des exemples d’évolution des
contrastes de température en face arriére, soit AT(x,
1, 1), transformée inverse de Laplace de:

1
Ar(x, L p) = 1(x,L,p) - —————. (115)
V() sh (/(p)
Les résultats présentés ci-dessous permettent de
comparer les mérites des différentes méthodes.
La Fig. 10 présente des profils de contraste de tem-
pérature calculés pour différentes valeurs de N, dans
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deux cas de geométrie différents (/= 10 ¢t [ = 1 avee
hil = 0.5 dans les deux cas) et pour ¢ = 0.01. On con-
state que N = 64 donne dans les deux cas. une pré-
cision suffisante. 1 faut souligner que dans ce cas de
vadeur de ¢. le caleul par méthode de perturbation est
beaucoup plus rapide (2.6 s sur micro-ordinateur)
que par une méthode d'inversion de matrice classique
{800 s).

La Fig. 11 montre la comparaison entre fe calcul
bidimensionnel ¢t celui obtenu par Pexpression mono-
dimensionelic (78) sous e deéfaut. On constate que
dans e cas a. (78) n'est pas une bonne approximation.

La Fig. 12 montre les fimites de la méthode de
perturbation. On a pu aller jusqu’a ¢ = 0.8 dans le cas
de la glométric a ct & = 0.1 dans le cas b avee 1
termes de la série {100) accélerée par VEpsilon algo-
rithme. Le temps de caleul ost alors denviron 180 s,
Pour des valeurs de « plus grandes, la méthode de
perturbations n'apporte aucun avantage. par rapport
i Uinversion de matrice.

Ley résultats obtenus pour différentes valcurs de
sont récapitulés sur la Fig. 13, par la méthode d'in-
version de matrice. On constate que pour des valeurs
de e supéricures 2 10, Pamplitude des contrasies varie
peu.

4. CONCLUSION

L utilisation de transformations intégrales sur les
variables d’espace permet de simplifier la présentation
de problémes bi ou tridimensionnels, dans le cas de
multicouches.

La solution obtenue peut éire utilisée directement
dans 'espace de Laplace--Fourier. ou par 'dtude des
limites de la solution (temps courts, temps longs, moy-
cnnes spatiales).

Le principal avantage des cas énumeérés est de pou-
voir utiliser les algorithmes de transformées de Four-
ier rapide et de retour numériques de Laplace. pour
revenir dans Vespace réel.

Le développement de méthodes de perturbations
permet une utilisation itérative des quadripdles ther-
miques. Dans le cas de I'é¢tude du transfert thermique
au travers d’un défaut bidimensionnel de faible résist-
ance. on 4 ainsi pu obienir une solution partculiere-
ment simple et rapide.

Dans le cas de défauts bidimensionnels quelcon-
Gues. éeriture dans Vespace de Fourier, par trans-
formation intégrale réduit le probiéme a la résolution
d'un systéme linéaire.

On a pu comparcer sur des exemples les mérites des
deux méthodes de résolution.
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Extension de la méthode des quadripdles

THERMAL QUADRIPOLES METHOD EXTENDED WITH INTEGRAL TRANSFORMS—
CALCULATIONS OF THE HEAT TRANSFER ACROSS A TWO-DIMENSIONAL PLANE
CRACK

Abstract—The quadripole method, used in the case of monodirectional diffusion problems, is extended to

bi- or tri-directional cases. The main point is to use integral transforms (usually Fourier-transforms) for

several space variables and Laplace transform for the time variable. The calculus of the heat transfer across

multilayer materials is then presented as a simple matrix product in the transformed space. A second part

is devoted to the calculus of the heat transfer across a finite two-dimensional defect. Then we use the

quadripole method nor perturbation and matrix inversion method to solve the integral equation, arising
in this problem.
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